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ク対平均電力比は矩形 16 値直交振幅変調 (QAM: Quadrature Amplitude Modulation) よりも 0.56 dB 低く
抑えることができる．また，整数符号は，訂正可能な誤りを近接点に設定でき，遠方の信号点へ誤る確率よりも
近接点へ誤る確率の方が高いと言う実際的な通信路に適している．本検討では，19，37 及び 61 点の六角形格子
上で整数符号単体及び整数符号と負巡回符号またはリード・ソロモン符号の積符号のシミュレーションを行った．
その結果，整数符号とリード・ソロモン符号の積符号が，負巡回符号との積符号や各符号単体の結果と比べて
ビット誤り率 (BER: Bit Error Rate)の改善効果が大きいことを示すことができた．また，信号点数の近い矩形
QAMと比較して BERが 1.0 × 10−5 において 0.8 dB から 1 dBの符号化利得を得ることができ，提案符号化
変調方式による電力及び BER の改善効果を確認できた．
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を有しない位相変調 (PSK: Phase Shift Keying)であ
































率 (SER: Symbol Error Rate)やビット誤り率 (BER:








Orthogonal Frequency Division Multiplexing) があ
るが，この分野においても六角形格子を用いる研究が
行われており，64QAMとの比較が行われている [13]．







ては，Conway と Sloane による高速符号化の例があ
る [14]，近年では，低密度パリティ検査符号 (LDPC:
Low Density Parity Check Codes) を格子構造に応




























































リングの数が rであるときに信号点数N は，式 (1)と
表される．

















求めると，M2-QAM において PAPR が式 (2) と表











図 1 19 点六角形格子における信号点




信号点数 N と PAPR の関係を図 2 に示す．この図
から，六角形格子の信号点がいずれも等確率で出現す

























点数に対して m を N > 2m を満たす自然数とする．
図 2 等方性六角形格子と矩形 QAM の PAPR 特性
Fig. 2 PAPR characteristics of isotropy hexagonal




ると，g = N − 2m となる．
入力:
U = {u0, u1, . . . , ug−1}; // ビット列を割り振らない
信号点の集合
M ; // ハミング距離の最大許容値
N ; // 信号点の数
出力:
φ : {0, 1, . . . , N − 1}\U → {0, 1}m; // 信号点から割
り振ったビット列への全単射，初期値: NULL
内部変数:
i(0 ≤ i ≤ N − 1); // 信号点に付けたインデックス
V = {0, 1}m; // 未割り当てのビット列の集合
Li = {li,0, li,1, . . . , li,h−1}; // インデックス iの信号
点における隣接点の集合 (h ∈ {3, 4, 6})
f ; // あるインデックス iで割り当てできなかった返
却値，初期値: −1
Step. 1 i = 0とする．
Step. 2 i ∈ U ならば，i を U に含まれない値まで
i = i + 1，i > N − 1ならば Step. 7へ．
Step. 3 V 中の辞書的順序で最小のビット列を v と
する．(f == v) ならば，f の次に小さな値を v に．
f が V 中の辞書的順序で最大のビット列ならば失敗，
Step. 6へ．
Step. 4 Li に含まれる信号点にビット列の既設定値
があればその値と v とのハミング距離を計算．一つ
でもM を越えれば f = v として Step. 3へ．
Step. 5 Step. 4 で Li に含まれる信号点に既設定値
がないまたはハミング距離のいずれも M 以下なら
φ(i) = v とし，f = −1，V = V\{v}．
Step. 6 iで値を設定できれば i = i+1及び Step. 2，
できなければ iを U に含まれない値まで i = i− 1と
し，f = φ(i)，φ(i) = NULL及び V = V ∪ {f}とし
て Step. 3 へ．i = i − 1 の結果 iが負になるときは
Step. 7へ．
Step. 7 計算を終了する．





では U は {5，16，17}の信号点，37点格子では {0，
14，18，19，23}の信号点とした．それ以外の点では，
それぞれ 4ビット及び 5ビット値を前述のアルゴリズ
図 3 19 点格子におけるビット割り当て
Fig. 3 Bit assignment over a 19-hexagonal constella-
tion.
図 4 37 点格子におけるビット割り当て
Fig. 4 Bit assignment over a 37-hexagonal constella-
tion.
ムにより割り振った．
図 3 に示す 19点六角形格子では，U = {5, 16, 17}
である．そのため，Step. 2 において，i = 5 なら
ば，5 ∈ U であるために，U に含まれることになり，
i = i + 1 として i = 6 とする．また，Step. 4 にお
いて，i = 1からインクリメントして i = 2であると












変化させた場合の PAPR の変化について 5. で示し，
マッピング及び符号の影響について検討した．
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図 5 61 点格子におけるビット割り当て
Fig. 5 Bit assignment over a 61-hexagonal constella-
tion.
61点六角形格子では，信号点の数が 64 (= 26)点に






図 3，図 4 及び図 5 においては，情報シンボルとし
て使用する信号点が制限されることから，信号を送信
する際には図 2 の場合から PAPRは変化する．19点
中ビット割り当て信号点に 16点を用いた場合の非符号
化時の PAPRは，最大電力 4A2，平均電力 36A2/16
から 4 · 16/36 = 1.778となる．また，37点中ビット
割り当て信号点に 32点を用いた場合の非符号化時の
PAPR は，最大電力 9A2，平均電力 158A2/32 から










れたビット列同士のハミング距離は 1 か 2 であるこ
とを確認できる．図 6 にインデックス値をそのまま 2
進数値とした場合 (Natural)とアルゴリズムを用いた
図 6 ビット割り当てによる特性の比較
Fig. 6 Comparison between natural and modified bit
assignments.
場合 (Modified)の BERの比較を示す．BER= 10−5
において比較すると，19点六角形格子においては 0.1
dB，37 点六角形格子では 0.15 dB の符号化利得が
あった．
3. 誤り訂正方式
3. 1 整 数 符 号
整数符号 (IC: Integer Code)は，剰余類環 ZN 上の
パリティ検査行列 H と d ∈ ZmN で定義される符号で
あり [24]，符号長 nの整数符号 C(H, d) ⊂ ZnN は次式
で表される．
C(H, d) = {c ∈ ZnN | cHT = d mod N} (3)
以降の議論においては，d = 0 とする．整数符号
は，受信語 r が受信されたとき，シンドロームベク
トル s = rHT を求めテーブルを利用する硬判定や，
シンドロームと受信語を利用する軟判定による復号を
用いることができる．これまで，8PSK や 16QAM,
64QAM, 256QAM 上の符号や 19，37，61 及び 127
点の六角形格子上の符号が提案されている．以降 19
点六角形格子においては，式 (4) で定義される単一
(±1,±7,±8)誤り訂正可能な符号長 n = 3，符号化率
R = 2/3の整数符号 Ci19s と式 (5)で定義される二重
(±1,±7,±8)誤り訂正可能な符号長 n = 3，符号化率
























の結果，整数符号 Ci19s では最小距離が 3，整数符号
Ci19d では最小距離が 5であった．このときの符号語
のペアの例としては，前者では (0 0 0)と (0 1 9)，後















は，式 (6)で定義される Z37上の二重 (±1,±26,±27)
誤り訂正可能な符号長 n = 4，符号化率 1/2の整数符
号 Ci37d を用いる [22]．先ほどの場合と同様に，符号
の最小距離を求めると 5であり，二重誤り訂正可能で
あることを確認できる．この距離となる例として (1 1
20 22)と (1 2 23 11)の符号語ペアが存在する．
図 7 16QAM へのビット割り当て
Fig. 7 Bit assignment over a 16QAM constellation.
Hi37d =
(
1 2 4 8




定義される Z61 上の二重 (±1,±13,±14)誤り訂正可















で定義される Z9 上の二重 ±1誤り訂正可能な符号長
n = 4の整数符号 Ci9d を用いる [19]．
Hi61d =
(
1 2 4 8 16 32





0 1 2 3




負巡回符号 (NC: Negacyclic Code) について説明
する前に，Lee重みと Lee距離について説明する．素
数 pを法とする剰余類環 Z上の長さ nの p元ベクトル
a = (a0, a1, · · · , an−1) と b = (b0, b1, · · · , bn−1) を





|min(ai, q − ai)| (9)
ベクトル bの Lee重みについても同様である．この
とき，ベクトル aと bの Lee距離DL(a, a)は次式で
与えられる [25]．
DL(a, b) = WL(a − b) (10)
符号が Lee 重み t 以下の誤りを訂正できるとき，
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t 重 Lee 誤り訂正符号と呼び，その中で重要なのが，
Berlekampによって提案された負巡回符号である [23]．
αを GF (pm)の原始元とし，n = (pm − 1)/2とす





C(x) = c0 + c1x + c2x
2 + · · · + cn−1xn−1 (11)
ここで，このC(x)に対して，−cn−1 +c0x+c1x2 +
· · ·+ cn−2xn−2 のような操作を行った多項式について
考える．この多項式は，C(x)を用いて式 (12)のよう
に表すことができる．
−cn−1 + c0x + c1x2 + · · · + cn−2xn−2
= C(x)x − cn−1(xn + 1) (12)
先の条件から，αn の 2乗は，(αn)2 = αq
m−1 = 1
である．このとき，αn は，1 にはなりえないため，
























図 8 19 点格子の一部を用いた GF (112)上で定義される
負巡回符号のインデックス及びビット割り当て
Fig. 8 Index and bit assignments of NCs defined on
GF (112) using part of 19-hexagonal constel-
lation.
図 9 37 点格子の一部を用いた GF (172)上で定義される
負巡回符号のインデックス及びビット割り当て
Fig. 9 Index and bit assignments of NCs defined on











X2 + X + 7 を法とする GF (112) 上の拡大体を考え
る．X2 +X +7の根を αとすると，α0 = 1，α1 = α，
α2 = −α+4，· · ·，α119 = 3α+3，α120 = 1となる．
素数 p = 11とすると，符号長 nは，n = (pm − 1)/2
から 5，15，60，665等が存在する [23]が，ここでは
計算量を考慮し n = 60とした．
本報告では冗長シンボル数が 4 である 2 重以下の
Lee 誤り (Lee 重みが 2 以下の誤り) 訂正可能な符号









1 α1 α2 . . . α59






1 α1 α2 . . . α59
1 α3 α6 . . . α57




X2 +X +3を法とするGF (172)上の拡大体を考える．
すると，X2 + X + 3 の根を β とすると，β0 = 1，
β1 = β，β2 = −β − 3，· · ·，β287 = −6β − 6，
β288 = 1 となる．p = 17 上で定義可能な符号とし
て Berlekampは n = 8, 24, 72, 144を示している [23]．
ここでは，計算量と 19点格子上で用いる符号の符号長






1 α1 α2 . . . α71
1 α3 α6 . . . α213
1 α5 α10 . . . α67



































一般的に広く使われる 16QAM と 64QAM を比較対
象として用いる．16QAMにおいては，19点格子の場
合に条件を近づけるために，Z17上で符号長 n = 16の
リードソロモン符号を定義し，マッピングとして図 7
を用いる．また，64QAMにおいては，GF (26)上の






を組み合わせる積符号 (PC: Product Code)の構成を
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図 10 16QAMにおけるインデックス及びビット割り当て
Fig. 10 Index and bit assignments of the NC over a
16QAM constellation.
図 11 提案積符号の構造


















Step. 4 使用した第 1段階の符号に応じて復号処理
Step. 5 マッピングに基づき復号ビット系列を出力
整数符号の復号には，硬判定復号または軟判定復
号を用いることが出来る [19]．(±l1,±l2, . . . ,±ls) 誤
り訂正可能な符号長 n の整数符号の軟判定復号で
は，復号器への入力パラメータとして，硬判定復調
後の受信語 r = (r1, r2, . . . , rn) に加えて，信号空間
図上の受信信号点系列 y = (y1, y2, . . . , yn) を用い
る．まず，yi と ri − ε の距離 Δ2[i, ε] を求める．こ
こで，ε ∈ L = {−ls,−ls+1, . . . ,−l10, l1, . . . , ls} で
ある．次に，受信語 r から，シンドローム s = rHT
を求める．更に，E[s] を s = eHT であるエラーベ





2[i, e∗i ] を最小とするエラーベクトル
e∗ = (e∗1, e
∗
2, . . . , e
∗
n) を探索する．最後に，送信推定

















図 12 に 19点六角形格子上と 16QAM上にて整数
符号を用いた場合の BER特性を示す．非符号化時及
び符号化時ともに 16QAMの方が BERが低く，符号
化時において，16QAM の方が BER= 10−5 におい
て，Eb/No が 1.1 dB低かった．したがって，非符号
化時や整数符号のみの場合では，信号点間の距離がよ
り近いために，六角形格子の方が特性が低いことが確
認できる．整数符号 Ci19d を用いたときの PAPR を
全ての符号語のシンボルの平均電力と最大電力から求
めると 1.6となった．ここで，非ビット割り当て信号
点を図 3 の (5, 16, 17) から，(0, 1, 18)，(0, 8, 11)
のように 0とその周囲 2点を選び PAPRを求めると





図 12 19 点六角形格子と 16QAM 上の整数符号の BER
特性
Fig. 12 BER characteristics of the ICs over a 19-
hexagonal constellation and a 16QAM con-
stellation.
図 13 19 点六角形格子上の整数符号と負巡回符号を用い
た積符号の BER 特性 (3bit/シンボル)
Fig. 13 BER characteristics of PCs using the ICs and







を選択するため比較を行った．図 13 に 19点六角形格
子上で負巡回符号と整数符号による積符号の BER特
性を示す．先に，整数符号で Ci19s 及び Ci19d 並びに




場合よりも，BER=10−5 において，Eb/No が 0.4 dB
図 14 19 点六角形格子と 16QAM 上の負巡回符号を用
いた積符号の BER 特性 (3bit/シンボル)
Fig. 14 BER characteristics of PCs using the NCs
and the ICs over a 19-hexagonal constella-
tion and 16QAM (3 bits / symbol).
から 0.7 dB程度の符号化利得を得ることができた．ま
た，負巡回符号には t = 3である Cn11t を用いた方が
特性がよく，以降ではこれらによる積符号 Ci19d∗n11t
を用いるものとする．
次に，図 14 に 19 点六角形格子と 16QAM にお
ける非符号化時と，積符号 Ci19d∗n11t を用いた場合
及び 16QAM 上で負巡回符号と整数符号の積符号
Ci17d∗n11t を用いたの BER 特性を示す．どちらの変
調方式を用いた場合にも，非負符号化時よりも特性が
改善されているが，六角形格子上の積符号を用いた場
合 16QAM上のものと交差が生じ，BER= 10−5 にお
いて，Eb/No が 0.5 dBの符号化利得を得ることがで
きた．また，六角形格子における非符号化時と比較す
ると，5.1 dB の符号化利得を得ることができた．そ
して，積符号 Ci19d∗n11t における PAPRを求めると，
1.508であった．













電子情報通信学会論文誌 2020/5 Vol. J103–B No. 5
図 15 19点六角形格子上のリード・ソロモン符号の BER
特性
Fig. 15 BER characteristics of the Reed-Solomon














整数符号は前述のとおり，符号長 n = 2である Ci17d
を用いる．また，リード・ソロモン符号の符号化率を
変化させながら整数符号との積符号を作成して BER
特性を求めた結果を図 16 に示す．BER= 10−5 にお
いて，(16, 10)リード・ソロモン符号符号の値が最も
低い結果が得られた．そのため，このリード・ソロモ
ン符号 Cr17 と整数符号 Ci17d の積符号 Ci17d∗r17 を
六角形格子上の積符号 Ci19d∗r19 との比較を行った．
図 17 に，六角形格子上の積符号 Ci19d∗r19 を用い
た場合の特性及び 16QAM上での積符号 Ci17d∗r17 の






図 16 16QAM におけるリード・ソロモン符号を用いた
積符号の BER 特性
Fig. 16 BER characteristics of the PCs using the
Reed-Solomon codes over 16QAM.
図 17 19点六角形格子及び 16QAMにおける整数符号と
リード・ソロモン符号を用いた積符号の BER特性
Fig. 17 BER characteristics of the PCs using the ICs








また，積符号 Ci19d∗r19 の PAPRは，1.594であっ
た．整数符号の場合と同様に，非ビット割り当て信号
点を (0, 1, 18)のように原点の 0とその周囲の 2点と


































また，積符号 Ci37d∗n17q の PAPR は，1.435，積
図 18 37 点六角形格子上の積符号の BER 特性
Fig. 18 BER characteristics of the PCs over a 37-
hexagonal constellation.











リード・ソロモン符号，矩形 64QAM において (63,
43)リード・ソロモン符号を用いている．BER= 10−5
において，六角形格子上の提案積符号は，非符号化時






また，積符号 Ci61d∗r61 の PAPR は符号語の種類
数が多いことからシミュレーションで求めたところ，
1.722となった．
図 2 に示した QAMの PAPRと提案符号化変調方
式の各信号点数の PAPRを比較すると，まず，19点
六角形格子の値は 16QAMよりも低い．そして，信号
点数 N が 20以降では QAMの PAPRが 2を超えて
増加するのに対し，提案符号化変調方式の PAPR は
最大でも 1.801に抑えられた．したがって，電力効率
図 19 61 点六角形格子上の積符号の BER 特性
Fig. 19 BER characteristics of the PCs over a 61-
hexagonal constellation.
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の点においても六角形格子上の提案符号化変調方式が
有利であることを確認できた．


























比較して提案積符号により 0.8 dB から 1 dB の符号
化利得が得られることを示した．
また，六角形格子上の符号化における PAPR の値
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